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Une expérience
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Des mesures au modèle

Questions :
Que vaut la distance d pour t = 0 ? ou t = 0,410 (en vert
sur l’image précédente) ?
A quel instant t la balle touche le sol ?
Avec quelle "vitesse" la balle touche le sol ?

Les mesures ne permettent pas de répondre à ces questions.
Mais on remplace les données par un un modèle : ici, une
fonction qui relie la distance d au temps t :

t f−→ d = 4,67t2 + 0,17t + 0,42

Exercice : Quels calculs doit-on faire (sans les faire) pour
répondre aux deux premières questions ?



Modéliser la vitesse

vitesse moyenne =
∆d
∆t

. (∆ signifie "variation de :")

Si ts désigne l’instant où la balle touche le sol et si ∆t est
"petit" quelques millisecondes alors v(ts) la vitesse au sol
vérifie :

v(ts) ≈ d(ts + ∆t)− d(ts)

∆t
Mieux en maths pour rendre quelque chose "infiniment"
petit on le fait tendre vers 0, donc idéalement

v(ts) = lim∆t→0
d(ts + ∆t)− d(ts)

∆t

(si cette limite existe !)



Modéliser la vitesse

Pour simplifier les calculs prenons d = 5t2 et remplaçons ∆t
par h.

Donc
d(ts + ∆t)− d(ts)

∆t
=

5(ts + h)2 − 5t2
s

h
= ........

Finir le calcul algébrique puis faire h→ 0 on obtient alors
v(ts)

Bravo ! v(ts) = 10ts
Vocabulaire : On dit que la fonction vitesse est la fonction
dérivée de la fonction distance
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Généraliser le calcul précédent

Heureusement la plupart du temps il existe une autre méthode
plus systématique pour calculer la fonction dérivée :
Car

On retombe en sciences à peu près sur les mêmes
fonctions (≈ molécules)
s’exprimant à partir de fonctions élémentaires (≈ atomes)

D’où la méthode Analyse-Synthèse



Quelques définitions

Définition : Une fonction f est dérivable en un point a si
limh→0

f (a+h)−f (a)
h existe.

Cette limite ,qui dépend de f et de a est notée f ′(a) et appelée
nombre dérivé de f en a.
Lorsque le calcul de f ′(a) peut se faire sur tout un intervalle I
on crée ainsi une nouvelle fonction

a f ′
−→ f ′(a)

la fonction f ′ dérivée de f
Exercice : Prouver que f (x) = 1

x a pour nombre dérivé en tout
point x = a f ′(a) = − 1

a2 et que la fonction dérivée de x → 1
x est

x → −1
x2



Tangente comme limite de sécantes

Si A(a, f (a)) et M(a + h, f (a + h)) vérifier que la pente de [AM]

est
f (a + h)− f (a)

h
Si cette fraction a une limite l lorsque h tend vers 0 c’est à dire
lorsque M se rapproche de A, alors l est la pente de la tangente
en A

−1 1 2 3 4 5 6 7

−2

−1

1

2

3

4

5

0

A

C
M

E



"Reconstruire" une courbe à partir de ses tangentes
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Exercice : Déterminer l’équation de la tangente à la courbe de
f (x) = x3 − x + 1 au point x = a avec −2 ≤ a ≤ 2



Analyse-Synthèse

Analyser un problème c’est le
Décomposer le problème en sous-problèmes plus simples
à résoudre
Résoudre les sous-problèmes
Rassembler les sous-problèmes (faire la synthèse) pour
résoudre le problème initial



algèbre des fonctions dérivables

Dériver une fonction c’est la
Décomposer en fonctions élémentaires
Dériver les fonctions élémentaires
Faire la synthèse en utilisant les formules de dérivation



Fonctions élémentaires

Fonction élémentaire Fonction dérivée
x → xn avec x ∈ Q x → nxn−1

x → sin(x) x → cos(x)

x → cos(x) x → −sin(x)

x → ex x → ex



Formules de dérivation

(u + v)′ = u′ + v ′

(u × v)′ = u′ × v + u × v ′

(un)′ = n × un−1 × u′

(u
v )′ = u′×v−u×v ′

v2

vou = (v ′ou)× u′

On prouve ces formules avec la définition de la dérivabilité
d’une fonction en un point



Formules de dérivation : application

Calculer les fonctions dérivées sur les intervalles donnés de
f (x) = xsin(x) avec x ∈ R

f est le produit de deux fonctions élémentaires ! donc
f ′(x) = sin(x)− xcos(x)

g(t) =
sin(t)

t
avec t ∈ R∗

h(θ) =
√

1 + θ2 avec θ ∈ R

k(z) = e−z2
avec z ∈ R
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Théorème de Lagrange

Théorème : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si f ′ ≥ 0 sur I alors f est croissante sur I.
Si f ′ ≤ 0 sur I alors f est décroissante sur I.



Condition nécessaire et suffisante pour un extremum

Théorème : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. f a
un extremum en a si et seulement si f ′ s’annule en a et change
de signe
Contre-exemple :Pour f (x) = x3 f ′ s’annule en x = 0 mais ne
change pas de signe
On dit que la condition "f ′ s’annule en x = 0 " est nécessaire
mais non suffisante !



Approximation affine d’une fonction en un point
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Théorème : Soit f une fonction dérivable en un point a. Alors il
existe une fonction φ définie sur un voisinage de 0 tel que
f (a + h) = f (a) + hf ′(a) + hφ(h)
f (a + h)− f (a) = hf ′(a) + hφ(h) avec limh→0φ(h) = 0



Incertitude sur une mesure

Supposons que nous mesurons le volume V et la température
T d’un gaz que nous supposons parfait dans ce cas nous
pouvons en déduire par calcul la pression P par la formule :

P =
nRT

V
Toute mesure n’étant pas parfaite il est raisonnable de
supposer que la mesure T a une incertitude ∆T , et que V a
une incertitude ∆V .
Comment déterminer par calcul l’incertitude résultante ∆P ?



Incertitude sur une mesure

Pour simplifier supposons que ∆T = 0, par conséquent P est
une fonction d’une seule variable V

P = f (V ) =
nRT

V

Et l’incertitude absolue ∆P vaut :

∆P = f (V + ∆V )− f (V ) ≈ ∆Vf ′(V ) = ∆V × −nRT
V 2

Exercice : Que vaut l’incertitude relative
∆P
P

?



L’outil fonction dérivée sert à :
construire la tangente à une courbe
étudier les variations d’une fonction

L’outil limite d’une fonction en un point sert à :
étudier l’existence d’asymptotes à une courbe
définir des objets mathématiques comme π ou le nombre
dérivé
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